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 В работе изучаются задачи оптимального управления для систем с импульсными 
воздействиями при нелокальных краевых условиях. Получены необходимые условия оп-
тимальности в виде уравнения Эйлера, в виде условия Лежандра-Клебша, а также раз-
личные необходимые условия оптимальности для особого в классическом смысле управ-
ления.  
  

Ключевые слова: необходимые условия оптимальности, вариации функционала, 
импульсные воздействия.   
 
          Многие реальные процессы описываются дифференциальным урав-
нением с импульсным воздействием и, поэтому изучению проблем каче-
ственной теории дифференциальных систем с импульсным воздействием 
посвящены многочисленные работы [1-3]. А задачи оптимального управ-
ления в таких системах изучены в работах [2,4,5], в которых получены 
различные необходимые условия оптимальности. 
 В данной работе также изучаются задачи оптимального управления 
для систем с импульсными воздействиями при нелокальных краевых ус-
ловиях. Получены аналог уравнения Эйлера, Лежандра-Клебша и различ-
ные необходимые условия оптимальности особого в классическом смыс-
ле управления. 
        Постановка задачи 
       Пусть движение объекта происходит на интервале времени [ ]TtJ ,0=  
и пусть 110 ,,...,, +mm ττττ  ( Tt mm =<<<<= +1100 ... ττττ ) фиксированные 
моменты времени из этого интервала. Предположим, что на каждом из 
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интервалов  [ ) [ ]Tmi mii ,,,1,1 τττ =−  траектория движения  nRtx ∈)(  описы-
вается системой дифференциальных уравнений  

itTtttutxtftx τ≠≤≤= ,,))(),(,()( 0 ,                         (1) 
с нелокальными краевыми условиями  

011 )(...)( ϕαα =++ ee txtx                                                (2) 
при импульсных воздействиях  

mixxx iiii ,1,))(()()( ==− −− τϕττ .                                   (3) 
 Здесь ),,( uxtf - заданная  n -мерная вектор-функция, непрерывная 
по совокупности переменных на [ ] rn RRTt ××,0  и имеет непрерывные част-
ные производные по ux,  до второго порядка включительно, )(xiϕ -

заданные n -мерные дважды непрерывно-дифференцируемые на nR  век-
тор-функции, nR∈0ϕ -заданная точка, ett ,...,1  )...( 1210 Tttttt ee ≤<<<<≤ −   
фиксированные точки, )(tu  - r -мерная кусочно-непрерывная вектор-
функция управляющих воздействий со значением из непустого открытого 
множества rRU ⊂  (допустимое управление)  

[ ]TttRUtu r ,,)( 0∈⊂∈ .                                                   (4) 
Под решением )(tx  задачи (1)-(3), соответствующим заданному до-

пустимому управлению )(tu , понимается кусочно-абсолютно непрерыв-
ная  на [ ] itTt τ≠,,0  функция, а в точках разрыва iτ  существует конечный 
левый предел  
                           mitxx

ii tti ,1),(lim)(
,

==
<→

−

ττ
τ . 

 Будем предполагать, что для каждого допустимого управления 
)(tuu =  краевая задача (1)-(3) имеет единственное решение.  

 Задача заключается в минимизации функционала 

∫+=
T

t
e dttutxtftxtxuS

0

))(),(,())(),...,(()( 01ϕ                      (5) 

определенного на решениях системы (1)-(3), порожденных всевозможны-
ми допустимыми управлениями, где ),...,( 1 ezzϕ - заданная дважды непре-
рывно-дифференцируемая по ezz ,...,1  скалярная функция, ),,(0 uxtf  -  за-
данная скалярная функция, непрерывная по совокупности переменных и 
имеющая непрерывные частные производные по ux,  до второго порядка 
включительно. 
 В дальнейшем задачу о минимуме функционала (5) при ограничени-
ях (1)-(4) назовем задачей (1)-(5), решение этой задачи )(tuu = - опти-
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мальным управлением, а соответствующий процесс ))(),(( txtu - опти-
мальным процессом. 
 Первая и вторая вариации функционала 
 Пусть ))(),(( txtu  фиксированный допустимый процесс в задаче (1)-
(5). Введем обозначения  
        )),(()),((),,,(),,(),,,( 0

−− ′≡−′≡ iiiiii xxHuxtfuxtfuxtH τϕλλτψψ   
))(),(),(,()( ttutxtHtH ψ≡  и т.д., где [ ]Tttt ,),( 0∈ψ  и  ),...,1,0( mii =λ - n -

мерные сопряженные вектор-функции и постоянные векторы, соответст-
венно, удовлетворяющие условиям  
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 При некоторых ограничениях на данные задачи (1)-(5) можно дока-
зать, что первая и вторая вариации функционала имеют вид: 

dttutHuuS
T

t
u )()(),(

0

∫ ′−= δδδ ,                                                                (7) 
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где )(txδ  - вариация траектории, определяемая как решение следующей 
линейной задачи с нелокальными краевыми условиями при импульсных 
воздействиях  
           [ ] iux tTtttutftxtftx τδδδ ≠∈+= ,,),()()()()( 0 , 

mix
x
xxx i

i

ii
ii ,1,)(

)(
))(()()( =

∂
∂

=− −
−

−
− τδ

τ
τϕτδτδ ,                                  (9) 

                        0)(...)( 11 =++ ee txtx δαδα . 
 Решение задачи (9) можно представить в виде  

dtuftFtx u

T

t

)()(),()(
0

τδττδ ∫= ,                                                 (10) 

где ),( τtF - решение системы 
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E - единичная  nn× - мерная матрица, а t  входит в задачу (11) как пара-
метр. 
 Учитывая (10), вторую вариацию функционала можно представить в 
виде 
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dtstFtHtF xx

T

t

),()(),(
0

∫ ′+ τ .                                                                (13) 

 Необходимые условия оптимальности 
 Пусть )(tu  оптимальное управление. Тогда  

0),( =uuS δδ ,                                                                 (14)                                                     
0),(2 ≥uuS δδ .                                                                (15) 

 Из (14) легко получается, что вдоль оптимального управления имеет 
место равенство 

[ ]TtttHu ,,0)( 0∈= ,                                                     (16) 
являющееся аналогом уравнения Эйлера. 
 Имеет место 
 Теорема 1. Если допустимое управление )(tu  удовлетворяет усло-
вию (16), то для его оптимальности в задаче (1)-(5) необходимо, чтобы 
неравенство  

             +′+′ ∫ ∫∫
T

t

T

t
uxu

T

t
uu dtdssusfstFtHtudttutHtu

0 00

)()(),()()(2)()()( δδδδ  

∫ ∫ ≤′′+
T

t

T

t
uu dsdsusfsMfu

0 0

0)()(),()()( τδτττδ                                   (17) 

выполнялось для всех [ ]( )TtRKCtu r ,,)( 0∈δ . 
 Отметим, что непосредственным следствием условия (17) является 
аналог условия Лежандра-Клебша 

[ ] r
uu RvTttvtHv ∈∈≤′ ,,,0)( 0 .                                  (18) 

 Определение. Допустимое управление )(tu  назовем особым в клас-
сическом смысле управлением на  [ ]Tt ,0 , если вдоль процесса ( ))(),( txtu   
выполняются равенства 

0)(,0)( =′= vtHvtH uuu                                               (19) 

для всех [ ] rRvTtt ∈∈ ,,0 . 
 Таким образом, для особых в классическом смысле управлений, 
аналог условия Лежандра-Клебша (18), вырождается. 
 Из теоремы 1 получается 
 Следствие. Для оптимальности особого в классическом смысле 
управления )(tu  необходимо, чтобы неравенство  
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выполнялось для всех rRv∈ . 
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 Неравенство (20) является интегральным необходимым условием 
оптимальности для особых в классическом смысле управлений. 
 Введя вариацию управления специальным образом, доказывается 
поточечные необходимые условия оптимальности. Имеет место 
 Теорема 2. Для оптимальности особого в классическом смысле 
управления )(tu  в задаче (1)-(5) необходимо, чтобы для любого нату-
рального числа  k  неравенства  

                    [ ++++′∑
=

iiuii

k

i
iiiiuxii vfFFaHva )()),(),(()(

1
σσσσσσ  

                     ]++ ∑
≠
=

jjuji
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j

j vfFa )(),(2
1

σσσ  

0)(),()(
1,

≤′′+ ∑
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jjujiiui

k

ji
ji vfMfvaa σσσσ                                  (21) 

выполнялись для всех ,0≥ia ,r
i Rv ∈ [ ],,0 Tti ∈σ ,,1 ki = )...( 10 Tt k <<<≤ σσ . 

 Из условия (21) можно получить различные более удобные для про-
верки необходимые условия оптимальности особых в классическом 
смысле управлений. Например, имеет место 
 Следствие. Если )(tu - особое в классическом смысле оптимальное 
управление в задаче (1)-(5), то вдоль процесса ( ))(),( txtu  выполняется ус-
ловие  
               0)()),(),(()()(),()( ≤+++′+′′ vtfttFttFtHvvtfttMtfv uxuuu  

для всех [ ] rRvTtt ∈∈ ,,0 . 
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LOKAL OLMAYAN SƏRHƏD ŞƏRTLİ İMPULS TƏSİRLİ SİSTEMLƏRDƏ  
OPTİMALLIQ ÜÇÜN ZƏRURİ ŞƏRTLƏR 

 
Ş.Ş.YUSUBOV 

 
XÜLASƏ 

 İşdə lokal olmayan sərhəd şərtli, impuls təsirli sistemlərdə optimal idarəetmə məsələləri 
öyrənilir.  
 Eyler tənliyi şəklində, Lejandr-Klebş şərti şəklində, həmçinin klassik mənada məxsusi 
idarəedicilərin optimallığı üçün müxtəlif zəruri şərtlər alınmışdır. 
  

Açar sözlər:  optimallıq üçün zəruri şərtlər, funksionalın variasiyaları, impuls təsirlər. 
 

 
NECESSARY CONDITIONS OF OPTIMALITY IN THE IMPULSIVE  

SYSTEMS WITH NON-LOCAL BOUNDARY CONDITIONS 
 

Sh.Sh.YUSUBOV 
 

SUMMARY 
 

In the work, the optimal control problem is considered in the impulsive systems with 
non-local boundary conditions. Necessary conditions of optimality are obtained in the forms of 
Euler equation and Lejandre-Klebsh condition. Also, various necessary conditions of optimali-
ty are obtained for the singular in the classical sense control. 

 
Key words:  necessary conditions of optimality, variation of the functional, impulsive 

influences.  
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